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島田 尚

2024年 10月 2日

上記講義の受講生のために公開しているものです。講義期間中適宜改訂することがあり
ます。

1 線形代数関連
1.1 固有値・固有ベクトルと行列の対角化
1.1.1 対角化可能な場合

n次正方行列 A の固有値に縮退が無いとき、この行列は固有（列）ベクトルを n本並
べた行列

P =

 | | |
λ⃗1 λ⃗2 · · · λ⃗n

| | |

 (1)

を用いて

P−1AP = D ≡


λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · λn

 (2)

と対角化できる。これは行列の作用を

A = PDP−1 (3)

とわかりやすく分解したことに対応している。すなわち、
1. P−1：入力ベクトルをAの固有ベクトルの基底での成分表示にする

2. D：行列の作用である、各固有空間での伸び縮み（複素数の場合は回転）を行う

3. P：元の座標での成分表示に戻す
このため、対角化を用いることでこの行列のm乗が

Am =
(
PDP−1

)m
= P


λm
1 0 · · · 0

0 λm
2 · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · λm
n

P−1 (4)
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またこの行列の指数関数が

eAt =
∞∑
k=0

[
(PDP−1)k

k!

]
tk = P


eλ1t 0 · · · 0

0 eλ2t · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · eλnt

P−1 (5)

などと見通しよくコンパクトに書ける。

（重要な例）エルミート（実対称）行列の固有値・固有ベクトルの性質

x⃗, y⃗をそれぞれエルミート行列:A∗ ≡ A⊤ = A の固有値 α, βに対応する固有ベクトル
とすると、

y⃗⊤ (Ax⃗) = α
(
y⃗⊤ · x⃗

)
=
(
y⃗⊤A

)
x⃗ =

(
A⊤y⃗

)⊤
x⃗ = β

(
y⃗⊤ · x⃗

)
(6)

であるから相異なる固有値に属する固有ベクトルは互いに直交することが分かる。またこ
のとき、P−1 = P ∗なので P はユニタリ行列：P ∗P = PP ∗ = E （直交行列：P⊤P =

PP⊤ = E）となる。さらに、上の式で α = βととるとただちにわかるように、エルミー
ト行列の固有値は全て実数である。

1.1.2 対角化できない場合：一般化固有値問題

行列の固有値が s重に縮退している場合は、普通の固有ベクトルでは次元が足りなくて
対角化できない（かもしれない）が、その部分空間は高々s次の一般化固有値問題：

(A− λE)s λ⃗ = 0⃗ (7)

の一般化固有ベクトルで張られるので1、その部分空間について考えると、Aのベキ乗は

Am =
[
(A− λE) + λE

]m
=

s−1∑
k=0

[
m!

k!(m− k)!

]
λm−k (A− λE)k (8)

と (s− 1)次までの式に、指数関数は

eAt = eλEte(A−λE)t =

[
s−1∑
k=0

(A− λE)k

k!
tk

]
eλt. (9)

と、縮退している固有値に対応する指数関数的振る舞いのプレファクターとして高々(s−1)

次の多項式がついた形になる。

1ジョルダン標準形に相似だというのと同じこと。
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1.2 Perron-Frobenius の定理
1.2.1 正行列について

以下では、行列の要素が全て正のものを正行列、全て非負のものを非負行列とよぶこと
にする。また、同様に「行列が正である」などという。正の正方行列Aについて次のこと
が成り立つ（ペロン・フロベニウスの定理）：

1. Aは正の固有値を必ず一つ以上持ち、そのうちの最大のものを αとすれば αは単純
特性根である（縮退していない）。また、αに対応する固有ベクトルは正（要素が全
て正）である。この αはフロベニウス根（またはペロン根）と呼ばれる。

2. α以外の固有値の絶対値は αより小さい。

3. 転置行列A⊤のフロベニウス根は αに等しい。

4. 正の固有ベクトルはフロベニウス根に属するものに限られる。

1.2.2 非負行列について

非負行列については、A(t) ≡ aij + tの lim
t→0
極限を考えることでほぼ同じことが示せる：

1. Aは非負の固有値を必ず持ち、そのうちの最大のものを αとすればこれに対応する
非負の固有ベクトルが存在する。この αもフロベニウス根と呼ばれる。

2. α以外の固有値の絶対値は α以下である。

3. 転置行列A⊤のフロベニウス根は αに等しい。

1.2.3 既約な非負行列について

任意の (i, j)に対して、(Al
)
ij
̸= 0となる lがそれぞれとれるような行列を既約行列と

いう。正の正方行列は明らかに既約行列である。Aが隣接行列なら、既約性は無向グラフ
についての連結性、有向グラフについての強連結性に対応する。「非負の既約行列」につ
いては「正行列」についてと同じく正のフロべニウス根と対応する正の固有ベクトルが存
在することが言える。「ペロン・フロベニウスの定理」と言った場合、対象が少し拡がっ
たこちらの方を指していることが多い。

1.2.4 定理の証明のしかた

∥x⃗∥∞ = 1なる2 適当な正のベクトル x⃗0から出発して、帰納的に

x⃗n =
Ax⃗n−1

∥Ax⃗n−1∥∞
(10)

2∥x⃗∥p ≡

(
n∑
i

|xi|p
) 1

p

はベクトルの pノルムの記号で、p → ∞は最大値ノルム。
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と正のベクトルの列を定めて正の固有ベクトルの存在と構成法を証明してゆく。まず、上
の過程が正のベクトル列を生成することなどを確かめたあと、行列を作用させた際のベク
トルの各成分の伸び縮み率の最小値と最大値：

αn ≡ min

{
yin
xin

}
, βn ≡ max

{
yin
xin

}
(y⃗n = Ax⃗n) (11)

の間に以下の不等式関係が成り立つことを示す：

0 ≤ α0 ≤ α1 ≤ . . . αn ≤ βn . . . ≤ β1 ≤ β0, (12)

αn +
ϵ

∥A∥1
· ∥Ax⃗n − αnx⃗n∥∞ ≤ αn+1. (13)

この関係式より、このベクトル列の n → ∞極限がAの正の固有ベクトルと一致する：

lim
n→∞

αn = α, lim
n→∞

x⃗n = u⃗, Au⃗− αu⃗ = 0 (14)

ことが言える。より詳細については講義での解説を参照のこと。

1.2.5 応用例１：マルコフ連鎖

時間と状態が離散なマルコフ過程：

p⃗ (t+ 1) = T nm p⃗ (t) (15)

における遷移行列（Transition Matrix, 遷移確率行列、推移確率行列）T は非負行列で、
この過程がエルゴーディックであることは T が既約であることと同値。また、遷移行列な
ので∑n Tnm = 1（確率の保存）すなわち u⃗ = (1, 1, · · · , 1)を固有値 1の左固有ベクトル
として持つ。
これらの性質により、ペロン-フロベニウスの定理からこのような一般の（エルゴーディッ

クな）マルコフ過程に対して以下のことが言える。

1. T は（右）固有値 1をフロベニウス根として持ち、対応する唯一の正の右固有ベク
トルが存在する → 平衡状態の分布

2. これ以外の固有値の絶対値は 1より小さい → 緩和過程

(a) 実際、確率の保存の性質からベクトルの成分の和は保存するので、固有ベクト
ルについて考えると

∥∥∥T λ⃗
∥∥∥
1
=
∑
i

∑
j

Tijλj = λ
∑
i

λi =
∑
k

λk が成り立つ。

よって、ペロン根以外の固有値に対応する固有ベクトルは
∑
k

λk = 0を満たす。

(b) ペロン根以外に対応する固有ベクトル方向の成分は時間とともに減衰していく
がこれは成分の和が 0なので確率の保存とは矛盾せず、平衡状態からのずれに
対応する緩和モードである。
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1.2.6 応用例２：Google Page Rank

ノード数N のネットワークに対するグーグル行列G：

gij = α

(
aij
ki

)
+ (1− α)

(
1

N

)
（aij は隣接行列の成分、kiはノード iの出次数） (16)

の転置は既約な遷移行列なので、上記の通り唯一の平衡状態が定まる。この固有ベクトル
成分を PageRank Vector と呼び、この固有ベクトルの成分の大きさに従ってつけたノード
の重要性のランクを PageRank という。初期 Google 検索結果の順位づけの基本的機構。

1.2.7 関連：ベキ乗法 (Power Method)

行列の固有値と固有ベクトルを最大固有値から順に近似的に求める簡便な方法の代表例
としてベキ乗法がある。行列Aがランク落ちしておらず、また絶対値が最大の固有値 λ1

が縮退していないとすると3、適当な初期ベクトル

x⃗0 =
∑
i

ciλ⃗i

に対して

x⃗n ≡ Anx⃗0 = λn
1

[
c1λ⃗1 +

{
c2

(
λ2

λ1

)n

λ⃗2 + c3

(
λ3

λ1

)n

λ⃗3 + · · ·
}]

(17)

なので
lim
n→∞

x⃗n → c1λ
n
1 λ⃗1. (18)

つまり、毎ステップベクトルの正規化をしながら行列のかけ算を繰り返すだけで最大固有
値とそれに対応する固有ベクトルが得られる。行列Aが疎（0の要素が多い）な場合に最
大固有値を求めたい場合（例えば Google 行列から Page Rank ベクトルを求めたい場合
など）には特に速い手法である。
実際の活用にあたっては、“固有値”： ∥x⃗n∥

∥x⃗n−1∥
やベクトルの各成分が充分収束したとこ

ろでそれらを最大固有値と固有ベクトルとすればよい4。また、その最大固有値の固有空
間を除いて再びベキ乗法を行えば 2番目以降の固有値と固有ベクトルを求めていくことも
できる。

3例えば正行列についてはペロンフロベニウスの定理から保証される。
4「正の行列」のペロン根については、各成分の伸び率で上下から押さえ込むことでしっかりした保証が得

られる。
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1.3 特異値分解 (Singular Value Decomposition, SVD)

1.3.1 特異値分解の定義

n×m （n行m列）の（実）行列Aは

A = UΣV ∗ (
UΣV ⊤) (19)

といつでも分解できる。ここでU とV はそれぞれ n×nとm×mのユニタリ行列（直交
行列）で、ΣはAのランクのサイズ r × rの対角行列Dr を含んだ次のような n ×m行
列である:

Σ =

(
Dr Or,m−r

On−r,r On−r,m−r

)
=



σ1 0 · · · 0 0 · · · 0

0 σ2
. . .

...
...

...
...

. . .
. . . 0

...
...

0 · · · 0 σr 0 · · · 0

0 · · · · · · 0 0 · · · 0
...

...
...

...

0 · · · · · · 0 0 · · · 0


(20)

(σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σr > 0). (21)

これを特異値分解 (singular value decomposition, SVD) という。

1.3.2 いつでも特異値分解できること

A∗Aはエルミート（実対称）で半正定値5な行列なので、m個の負でない実固有値 {λi}
と、これに対応した互いに直交する右固有ベクトル {v⃗i}を持つ。以下、固有値は大きい順
に番号付けし、また固有ベクトルは正規化したものを考える。
これら固有ベクトルにAをかけたもの同士も

(Av⃗i,Av⃗j) = v⃗ ∗
i A∗Av⃗j = δijλi (22)

と互いに直交することが分かる。従って、Av⃗iをそれぞれ正規化したものを u⃗iとすると、

u⃗ ∗
i Av⃗j = δijσi

(
σi =

√
λi

)
. (23)

よって、列ベクトル v⃗iを横にm本並べた行列を V , 列ベクトル u⃗iを横に n本並べた行列
をU とそれぞれすれば6、

U∗AV = Σ → A = UΣV ∗ (24)

5任意のベクトル x⃗に対して x⃗∗ (A∗A) x⃗ ≥ 0ということ。
6Aが縦長 (n > m)の場合はm本の u⃗i に加えて適当に直交基底を足し、横長 (n < m)の場合は Aのラ

ンクは高々 n しか無いのであるからm個の固有値のうちm− n個の 0固有値の固有ベクトルを省けば良い。
このようにして作った正方行列 V , U は当然ユニタリ行列である。
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つまり、行列要素を並べて書けば以下のよう：

A =

 | | |
u⃗1 · · · u⃗i · · · u⃗n

| | |





σ1 0 · · · 0 0 · · · 0

0 σ2
. . .

...
...

...
...

. . .
. . . 0

...
...

0 · · · 0 σr 0 · · · 0

0 · · · · · · 0 0 · · · 0
...

...
...

...

0 · · · · · · 0 0 · · · 0





−v⃗ ∗
1 −
...

− v⃗ ∗
j −
...

−v⃗ ∗
m−

 (25)

元の行列がmin(n,m)よりランク落ちしていない場合はそれぞれ以下のような形になる。
横長の場合：

A =

 | |
u⃗1 · · · u⃗n

| |




σ1 0 · · · 0 0 · · · 0

0 σ2
. . .

...
...

...
...

. . .
. . . 0

...
...

0 · · · 0 σn 0 · · · 0




−v⃗ ∗
1 −
...

− v⃗ ∗
n −
...

−v⃗ ∗
m−

 (26)

縦長の場合：

A =

 | | |
u⃗1 · · · u⃗m · · · u⃗n

| | |





σ1 0 · · · 0

0 σ2
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0 · · · 0 σm

0 · · · · · · 0
...

...

0 · · · · · · 0



−v⃗ ∗
1 −
...

−v⃗ ∗
m−

 (27)

thin-SVD

上述の書き方を full-SVD, 0の部分を省いて、n < mのとき (n×n)(n×n)(n×m) の形

A =

 | |
u⃗1 · · · u⃗n

| |




σ1 0 · · · 0

0 σ2
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0 · · · 0 σn


 −v⃗ ∗

1 −
...

− v⃗ ∗
n −

 (28)

同様に n > mのとき (n×m)(m×m)(m×m)の形

A =

 | |
u⃗1 · · · u⃗m

| |




σ1 0 · · · 0

0 σ2
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0 · · · 0 σm


−v⃗ ∗

1 −
...

−v⃗ ∗
m−

 (29)

に書く書き方を thin-SVD という。
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1.3.3 擬似逆行列

Σのゼロでない対角項の逆数を取り、さらに転置した行列をΣ+と書くことにすれば、

ΣΣ+ = E(r)
n ≡

(
Er O

O On−r

)
, Σ+Σ = E(r)

m ≡
(
Er O

O Om−r

)
. (30)

であるから（非対角ブロックのOのサイズの添字表記は見易さのため省いた）、

A+ ≡ V Σ+U∗ (31)

はAの擬似逆行列になる。すなわち、

AA+ = UΣΣ+U∗ = UE(r)
n U∗ (32)

A+A = V Σ+ΣV ∗ = V E(r)
m V ∗ (33)

であることからA = UΣV ∗ とA+ = V Σ+U∗は互いに広義可逆元である：

AA+A = A ∩ A+AA+ = A+. (34)

上の「単位行列もどき」
Ẽ

(r)
n ≡ AA+ = UE(r)

n U∗ (35)

Ẽ
(r)
m ≡ A+A = V E(r)

m V ∗ (36)

は、「行列Aのランクに対応する空間についてなにもせず、それ以外の空間はつぶす」
という作用をする正方行列である。
Aが対角化可能な正方行列な場合はAA+ = A+A = En だからA+ は普通の逆行列

A−1に他ならない。
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1.4 対角化や特異値問題とデータ解析
1.4.1 最小２乗問題

n×m 行列 Aと定ベクトル b⃗（次元 n）が与えられた時に、∥∥∥Ax⃗− b⃗
∥∥∥2
2
=
(
Ax⃗− b⃗

)⊤ (
Ax⃗− b⃗

)
(37)

を最小化する x⃗（次元m）を求める問題を一般に最小２乗問題という7。
解となる最適ベクトルを x⃗∗と書けば、そこからの任意の方向への微小なずれ ϵ⃗に対して∥∥∥A (x⃗∗ + ϵ⃗)− b⃗

∥∥∥2
2
−
∥∥∥Ax⃗∗ − b⃗

∥∥∥2
2
= ϵ⃗⊤

(
A⊤A

)
ϵ⃗+ 2ϵ⃗⊤

[
A⊤

(
Ax⃗∗ − b⃗

)]
≥ 0 (38)

が成り立つのであるから、A⊤
(
Ax⃗∗ − b⃗

)
= 0⃗ でなければいけない。この条件式

A⊤A x⃗ = A⊤ b⃗ (39)

は正規方程式と呼ばれる。正規方程式に特異値分解のかたちを代入すると、(
V Σ⊤U⊤UΣV ⊤) x⃗ =

(
V Σ⊤ΣV ⊤) x⃗ =

(
V Σ⊤U⊤) b⃗ (40)

ここで V は正則行列なので左から V −1 = V ⊤をかけて(
Σ⊤Σ

)
V ⊤x⃗ =

(
Σ⊤)U⊤b⃗ (41)

を得る。ここで行列
Σ⊤Σ =

(
D2

r O

O Om−r

)
(42)

はAのランクサイズ rまで以外は零成分ばかりなので、V ⊤x⃗の r+1からmまでの成分
については不定性がある（=なんでもいい）。これらの、正規方程式からは不定な成分に
ついて 0とした解（最小ノルム解）は次のように擬似逆行列で書ける：

x⃗∗ = V Σ+U⊤ b⃗ = A+ b⃗. (43)

この最小ノルム解は、Aがフルランク正方行列である場合についての逆行列を用いた表記：

x⃗∗ = A−1 b⃗ (44)

と、またAが列方向にフルランク（ランクm）である場合についての、(m×m)正則行
列 A⊤Aの逆行列を用いた表記：

x⃗∗ =
(
A⊤A

)−1
A⊤ b⃗ (45)

と一致する。
7n ≤ mで行列のランクが行数 nの場合（行フルランク）は連立方程式 Ax⃗− b⃗ = 0⃗ の解があるので、そ

の場合も含み「b⃗にぴったり合わせることが無理な場合についてもベストな近似を探す」問題設定ということ
ができる。
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1.4.2 線形回帰

目的変数 yとその説明変数 p組：x⃗ = (x1, · · · , xp)⊤についての n組のデータがあるとす
る。y⃗ = (y1, · · · , yn)⊤,X = (x⃗1, · · · , x⃗n)⊤ とすれば、線形回帰によるデータのモデルは

y⃗ = Xβ⃗ + ξ⃗ (46)

となる。ただしここで β⃗, ξ⃗ はそれぞれ回帰係数ベクトル（モデルパラメタ）、誤差ベクト
ルである。線形モデルからのデータのずれを２乗ノルム（平均２乗誤差）で評価すること
にすれば、

min

(∥∥∥y⃗ −Xβ⃗
∥∥∥2
2

)
(47)

は最小２乗法に他ならない。

1.4.3 スパースモデリング

同じような誤差ならより少ない説明変数の方が良い、という考え方とそのための手法の
代表例を以下に挙げる。

Ridge

平均２乗誤差に、加えて、フィッティングパラメターである回帰係数の２乗ノルムを加
えた量を最小化する手法は Ridge と呼ばれる:

min

(∥∥∥y −Xβ⃗
∥∥∥2
2
+ λ

∥∥∥β⃗∥∥∥2
2

)
(48)

λは説明パラメターをより多くとることに課すペナルティの係数で、λを大きくとればよ
りノルムの小さな βが選ばれる。

LASSO

パラメターのペナルティを絶対値にとった場合はそのまま「L1ノルム正規化」もしく
は LASSO (Least Absolute Shrinkage and Selection Operator)と呼ばれる:

min

(∥∥∥y −Xβ⃗
∥∥∥2
2
+ λ

∥∥∥β⃗∥∥∥
1

)
(49)

線形なペナルティ項は等高線が多面体になるため、λを大きくとるといくつかの βiが 0と
なる頂点が選択される（説明変数が明示的に減る）のが利点。
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1.4.4 主成分分析

多成分の観測データが複数（{x⃗n}）あるとき、基底の取り直しによりそれらをなるべく
少ない基底で良く記述しようとする手法。
各成分の次元が同じ場合はデータ間の分散共分散行列:

Vij = ⟨xixj⟩ − ⟨xi⟩ ⟨xj⟩ (⟨·⟩は観測データにわたっての平均を表す) , (50)

各成分の次元が違う場合（データが { 身長、収入、年齢、... }のような場合など）はデー
タ間の相関係数:

Cij =
⟨xixj⟩ − ⟨xi⟩ ⟨xj⟩

σiσj
(⟨·⟩は観測データにわたっての平均を表す) (51)

を計算し、この実対称行列を対角化すればよい。最大固有値の方から固有ベクトルをとっ
ていけば、これが求める“データ間の差異を表すのに重要な順”の直交基底（≡主成分）。
行列のトレース（対角和）の巡回不変性より

TrV = Tr
(
PDP−1

)
= Tr

(
P−1PD

)
= Tr (D) =

∑
i

λi (52)

である（トレースの相似不変性）から、全固有値の和で規格化した各固有値はデータ点の
分散のうちその固有方向に起因する割合に等しいので、寄与率 (proportion)と呼ばれる。
最大固有値からの累積寄与率で主成分をどこまでとるかを勘案する。
趣旨からして全ての固有空間を求める必要はなく、固有値の大きい順にいくつか固有値・

固有ベクトルを求めてゆけばよいので、一般に行列をちゃんと対角化する必要は無く、ベ
キ乗法なんかでもいい。固有値の大きい方から少数の基底をとる、すなわち

C = P


λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · λn

P⊤ (53)

を

C̃ =


... 0 · · · 0

P̃
...

...
... 0 · · · 0




λ1 · · · 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
...

0 · · · λi 0 · · · 0

0 · · · 0 0 · · · 0
...

...
...

...

0 · · · 0 0 · · · 0




· · · P̃i

⊤ · · ·

0 · · · 0
...

...

0 · · · 0


(54)

と近似することは最小２乗問題やスパースモデリングの精神と通じる。実際、これは残っ
た２乗誤差を最小にするように少数の基底を選んでいることになっている。また、オート
エンコーダにおいて中間層を一層とし、活性化関数を恒等関数にとった特殊な場合は主成
分分析による次元の圧縮に他ならない。
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2 確率分布関連
2.1 離散確率分布
2.1.1 確率分布

N 個の離散事象 {xi}に対する確率変数X が、各事象をとる確率の組：
P (X = xi) = f(xi) (i = 1, 2, · · ·N) (55)

のことを確率分布という。よく、xiの離散状態の添字を略して f(x)のように書く。観測
データに関わるものは極論すればいつでもこの形（ヒストグラムの値）で、後述の連続型
は理論的ツールということもできる。

2.1.2 累積分布関数

F (x) = P (X ≤ x) =
∑
ξ≤x

f(ξ) もしくは F̄ (x) = P (X > x) =
∑
ξ>x

f(ξ) (56)

を累積分布関数と呼ぶ。サンプル数が膨大とは限らない実際のデータ解析では確率分布よ
りこちらの分布を扱うことも多い。また、後述するように連続型の確率分布も視野に入れ
ると累積分布の方が扱いやすい面がある。

2.1.3 ランクサイズプロット

データを大きいものもしくは小さいもの順にならべたものをランクサイズプロットとい
う。F (x), F̄ (x)はそれぞれ xの小さい順、大きい順に並べた時のランクに対応するから、
ランクサイズプロットはこれら累積分布の逆関数（縦軸と横軸を入れ替えたもの）。
従って、例えばP (x)のテール（x → ∞での漸近形）が指数−αのベキ分布に従うとき、

P (> x) ∼ x1−α ≡ x−β . （大きい順の）ランクサイズプロットの傾きは x ∼ r
1

1−α ∼ r
− 1

β .

よって、狭義の Zipf 則：s ∼ r−1 は α = 2（β = 1）に対応する。例えば後述の Cauchy

分布は α = 2なので、ランクサイズ分布を取れば Zipf 則的な領域を持つ。

2.1.4 べきテールと両対数プロット

指数分布や正規分布は、y軸を logスケールでとることでそれぞれ直線や放物線として
すぐ見分けがつく。べき分布については両対数プロットが便利である。両対数プロットで
の直線：

log y = α log x+ β (57)

は元の変数でのべき関係
y = Cxα

(
C = eβ

)
(58)

に対応するので、直線的分布からべき分布が伺え、さらにその傾きからべきの指数が分か
る。代数的なスピードより早い減衰（指数減衰）は、両対数プロットでは上に凸な形状と
なる。これは良く、truncation （直訳だと「切り詰め」）と表現される。
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2.1.5 各種特徴量

期待値

一般に、E (g(X)) ≡
∑
x

g(x)f(x) をX についての gの期待値という。

平均、中央値、最頻値

xの期待値
E(X) =

∑
x

xf(x) (59)

を平均 (average)といい、分布の中心を表す“代表値”の代表である。良く µで表される。
他の代表値として、中央値（median）：

F (x) ≥ 1

2
を満たす最小の x (60)

と最頻値 (mode)

f(x) が最大である x (61)

がある。

分散と標準偏差

分布の広がりを示す特徴量として、平均値からのズレの２乗の期待値：

V (X) = E
(
(X − µ)2

)
=
∑
x

(x− µ)2f(x) (62)

を分散といい、良く σ2と書く。分散の平方根、σは標準偏差と呼ばれる量で、元の xと
同じ次元をもっているため分布の幅により対応する。

高次のモーメント

µk = E
(
Xk
)
=
∑
x

xkf(x) (63)

を一般に k次のモーメントといい、

µ′
k = E

(
(X − µ)k

)
=
∑
x

(x− µ)kf(x) (64)

を期待値まわりの k次モーメントという。
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2.2 連続型確率分布
2.2.1 確率密度分布

確率変数X の取りうる値が連続な場合、各点そのものを取る確率は 0なので、各点周
りの微小領域での確率密度（確率密度関数、probability distribution function: PDF）：

p(x) = lim
∆x→0

P (x < X ≤ x+∆x)

∆x
(65)

を用いる。誤解の恐れがないときは、普通これも確率分布と呼ぶ。

2.2.2 累積分布関数

確率分布 P (x)の累積分布は

P (X > x) = P (> x) =

∫ ∞

x
p(ξ) dξ, P (X ≤ x) = P (≤ x) =

∫ x

−∞
p(ξ) dξ (66)

2.2.3 変数変換について

単調増加で微分可能な関数 ϕを用いて Y = ϕ(X)と変数変換した場合、Y の確率密度は

g (y(x))∆y = f(x)∆x → g(y) = f(x)
dx

dy
= f(x)

(
dϕ

dx

)−1 (
x = ϕ−1(y)

)
. (67)

例えば線形変換：Y = aX + b の場合は g(y) = p

(
y − b

a

)/
a. また、上式より直ちに分

かるように、累積分布は変数変換の代入そのもの：G (y) = F (ϕ−1(y)).

2.2.4 指定の分布に従った乱数の生成（逆関数法）

下からの累積確率分布を y = P (≤ x) =

∫ x

−∞
p(ξ) dξ = F (x) と書けば、その逆関数：

x = F−1(y)に (0, 1)区間の一様乱数を入力したものは p(x)に従う発生確率となる。

（証明） F (x)は値域が (0, 1)の単調増加関数だから、y ∈ (0, 1) → x = F−1(y)は x

の全定義域に対する一対一写像。また、累積分布関数なので dy

dx
= p(x) → dx

dy
=

1

p(x)
.

従って、y上の微小区間 (y0, y0 +∆y)は x上の
(
F−1(y), F−1(y +∆y)

)
=

(
x0, x0 +

dx

dy

∣∣∣∣
y0

∆y

)
=

(
x0, x0 +

∆y

p(x0)

)
(68)

に写される。よって、この変換によって得られる分布の密度 ρ(x0)は

ρ(x0) = lim
∆y→0

P

(
x < X ≤ x+

∆y

p(x0)

)
(

∆y

p(x0)

) = lim
∆y→0

∆y(
∆y

p(x0)

) = p(x0) (69)
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2.2.5 各種特徴量

期待値

連続型の場合の期待値は

E (g(X)) ≡
∫ ∞

−∞
g(x)p(x)dx (70)

平均、中央値、最頻値

連続型の場合の平均は
µ =

∫ ∞

−∞
xp(x)dx, (71)

中央値（median）は
P (> x) = P (≤ x) =

1

2
, (72)

最頻値 (mode)は極値点から探せばよい：
d p(x)

dx
= 0. (73)

分散と標準偏差

σ2 =

∫ ∞

−∞
(x− µ)2p(x)dx (74)

高次のモーメント、歪度、尖度

期待値周りの高次のモーメント

µ′
k =

∫ ∞

−∞
(x− µ)kp(x)dx (75)

も分布の形の特徴づけに良く使われる。
特に、歪度（わいど、skewness）

α3 =
µ′
3

σ3
(76)

は期待値周りの分布の非対称性の指標として、
尖度（せんど、kurtosis）

α4 =
µ′
4

σ4

(
または µ′

4

σ4
− 3

)
(77)

は期待値周りへの集中具合（尖り具合）の指標として良く使われる。尖度が 3（0）より大
きい場合はガウス分布より裾が広く、小さい場合はより期待値周りに集中している。
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2.3 特性関数
2.3.1 定義と性質

確率密度分布の Fourier 変換

C(ξ) ≡
∫ ∞

−∞
exp{iξx}p(x)dx (78)

は特性関数と呼ばれる。定義から、特性関数は以下の性質を持つ：

• 確率分布の特性関数は必ずある

• 確率分布と特性関数とは１対１対応で、対応は連続

• C(ξ)は連続で、C(0) = 1, |C(ξ)| ≤ 1, C(−ξ) = C(ξ)（P (x)が対称→ C(ξ)実対称）

• P (x)が k次モーメントまで持つ場合C(ξ)は k回微分可能で、dnC(ξ)

dξn

∣∣∣∣
ξ=0

= ⟨(ix)n⟩

• 線形変換：C(aX+b)(ξ) = eiξbC(aξ)

• 重畳定理：C(X1+X2+···+Xn)(ξ) = CX1(ξ)CX2(ξ) · · ·CXn(ξ)(
∵
〈
eiξ

∑
i Xi
〉
=
〈∏

i eiξXi
〉
=
∏

i

〈
eiξXi

〉 )
累積分布関数や特性関数は元の分布の情報を全て持っているので、適宜便利に使う。

（特に便利ではないが）分かりやすい例

区間 (0, 1)の一様分布の特性関数は

C(ξ) =

∫ 1

0
eiξxdx =

eiξ − 1

iξ
=

iξ − ξ2

2
− iξ3

3!
+ · · ·

iξ
= 1 +

i

2
ξ − 1

3!
ξ2 − i

4!
ξ3 + · · ·

これから、全確率、期待値、分散などがそれぞれ次のように確認できる：

⟨1⟩ = C(ξ)|ξ=0 = 1

µ = ⟨x⟩ =
(
1

i

)
dC(ξ)

dξ

∣∣∣∣
ξ=0

=
1

2

σ2 =
〈
x2⟩ − ⟨x

〉2
= − d2C(ξ)

dξ2

∣∣∣∣
ξ=0

−
(
1

2

)2

=
1

12

µ′
3 = ⟨x3⟩ − 3µσ2 − µ3 = −1

i

d3C(ξ)

dξ3

∣∣∣∣
ξ=0

−
(

3

2 · 12

)
−
(
1

2

)3

=
1

4
− 1

4
= 0
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2.4 チェビシェフの不等式
2.4.1 定義と証明

確率分布 P (X)の期待値と分散をそれぞれ µ, σ2とすると、以下の不等式が成り立つ：

P (|X − µ| ≥ kσ) ≤ 1

k2
(79)

「ある分布の期待値から標準偏差の何倍もずれた事象が起こる」という稀な事象の起こ
る確率について確率分布の形状の詳細によらずその上限を与えてくれる、基本的で大事な
不等式関係である。実際の各々の分布については左辺の確率はこの上限よりもっと小さい
ことが多い（例：正規分布なら P (|X − µ| ≥ 2σ) ∼ 1/20）。

（証明）

θ(X) =

{
0 (|X − ⟨X⟩| < ϵ)

1 (|X − ⟨X⟩| ≥ ϵ)

という関数を考えると、明らかに

θ(X) ≤
(
X − ⟨X⟩

ϵ

)2

がいつでも成り立つ。この不等式の両辺の期待値をとれば、

⟨θ(X)⟩ ≤
(
σ(X)

ϵ

)2

左辺は Prob. (|X − ⟨X⟩| ≥ ϵ)そのものである。
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2.5 大数の法則
2.5.1 平均と分散の加法性

独立な同一の分布に従う確率変数Xi（独立同一分布、independent and identically dis-

tributed: IID などと呼ぶ）N 個の和について考えると、平均について

M ≡

〈
N∑
i=1

Xi

〉
=

N∑
i=1

⟨Xi⟩ = Nµ (80)

また、分散についても

Σ ≡

〈([
N∑
i=1

Xi

]
−M

)2〉
=

〈(
N∑
i

Xi − µ

)2〉
=

〈
N∑
i,j

(Xi − µ) (Xj − µ)

〉
(81)

=

N∑
i,j

〈
(Xi − µ) (Xj − µ)

〉
=

N∑
i,j

σ2 δij (∵ Xiは独立) = Nσ2 (82)

と加法性が成り立つ。よって、独立同一分布に従う n個の確率変数の平均

Sn =

∑n
i=1Xi

n
(83)

の分布は平均 µ̄n = µ、分散 σ̄n
2 =

σ2

n
となる。

2.5.2 大数の（弱）法則

上の結果にチェビシェフの不等式を適用すると、

P (|Sn − µ| ≥ kσ̄n) ≤
1

k2
(84)

なので、任意の ϵ > 0に対して k =
ϵ

σ̄n
=

(√
n

σ

)
ϵとすれば

lim
n→∞

P (|Sn − µ| ≥ ϵ) ≤ lim
n→∞

(σ
ϵ

)2 1

n
= 0 (85)

すなわち、nサンプルの標本平均は n → ∞で期待値 µに確率収束する。これは大数の弱
法則と呼ばれる。

2.5.3 特性関数による証明

Xiの平均 µが存在すれば、特性関数は C(ξ) = 1 + iξµ+ o(ξ) (ξ → 0)なので、

lim
n→∞

CSn(ξ) = lim
n→∞

(
1 +

iξµ

n
+ · · ·

)n

= eiξµ (86)

これは退化分布 δ(x− µ)の特性関数。
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2.6 中心極限定理
2.6.1 定理

平均と分散が有限（であれば各々違って良い）な互いに独立な確率変数 {Xk}について、
それら n個の平均に√

nをかけた量

Zn ≡ 1√
n

(
n∑

k=1

Xk − µk

σk

)
(87)

の分布は標準正規分布に収束する。

2.6.2 特性関数による証明

特性関数を使うと簡単。
Yk =

Xk − µk

σk
(88)

は平均 0、分散 1に整えられた独立な確率変数だから

CYk
(ξ) = 1− ξ2

2!
+

µk
3(iξ)

3

3!
+ . . . . (89)

ここで、3次以降の高次のモーメントは元のXk がそれぞれ従う分布の形状によって一般
にはそれぞれ違うので Yk の 3次のモーメントを µk

3 と書いた。Xk を同一な分布からとっ
た場合 (IID)は µk

3 = µ3, CYk
(ξ) = CY (ξ)と均一になる。

これより Znの特性関数を計算すると

CZn(ξ) =

〈
exp

{
iξ

(
n∑
k

Xk − µk√
nσk

)}〉
=

〈
n∏
k

(
exp

{
iξ(Xk − µk)√

nσk

})〉
(90)

=

n∏
k

〈
exp

{
iξ(Xk − µk)√

nσk

}〉
(∵ Xkは独立) =

n∏
k

C Yk√
n

(ξ) =

n∏
k

CYk

(
ξ√
n

)
(91)

=
n∏
k

[
1− ξ2

2n
+

µk
3

6

(
iξ√
n

)3

+ . . .

]
=

[
1− ξ2

2n
+ o

(
ξ2

n

)]n (
ξ2

n
→ 0

)
(92)

従って、
lim
n→∞

CZn(ξ) ∼ exp

{
−1

2
ξ2
}

(93)

これは標準正規分布の特性関数。

2.6.3 安定分布

上の証明から、{Xi}の平均や分散が有限で無い時は中心極限定理が成り立たないこと
が分かる。例えばXiが Cauchy 分布に従う場合は平均値は同一の Cauchy 分布に従う：

CX1+X2
2

(ξ) =

(
exp

{
iαξ

2
− β

∣∣∣∣ξ2
∣∣∣∣})2

= exp{iαξ − β|ξ|} = CX1(ξ). (94)

このような性質を持つ分布を安定分布と呼ぶ。正規分布は安定分布の代表例である。
また、{Xi}が互いに独立で無い（相関がある）場合にも中心極限定理は成りたたない。
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2.6.4 対数正規分布

対数正規分布：
LN (µ, σ, x) =

1√
2π σx

exp

{
− lnx− µ

2σ2

}
(95)

は、lnx が正規分布に従うような分布であり、以下に示すように乗算過程との関連もあり
自然界で良く見出される。対数正規分布の特徴量は以下のように決まる

期待値 E = eµ+
σ2

2

分散 V = e2µ+σ2
(eσ

2 − 1) = (eσ
2 − 1)E2

（標準偏差） S =
(
eσ

2 − 1
) 1

2
E =

[(
E

M

) 2
3

− 1

] 1
2

E

最頻値 M = eµ−σ2
=

[(
S

E

)2

+ 1

]− 3
2

E

中央値 C = eµ = (E2M)
1
3 (96)

ので、例えば
最頻値の位置を一定に保つ → δµ = δσ2 (97)

のようにパラメターを定める必要がある。

2.6.5 乗算ノイズ過程と対数正規分布

変数に白色ノイズが（加算的でなく）乗算的にかかる系：

x(t+ 1) = η(t)x(t) (η(t) > 0) (98)

を考えると、
x(t) =

(
t−1∏
τ=0

η(τ)

)
x(0) (99)

であるから、この式の両辺の対数をとると

lnx(t) = lnx(0) +
t−1∑
τ=0

ln η(τ) (100)

と、lnxが独立な確率変数の和で書けるので、lnxは tの増大とともに正規分布に収束す
る。すなわち、xは対数正規分布に従う。
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2.7 ベキ分布を生む過程の例
実データの分布では「ガウス分布やポワソン分布、指数分布的」なものに加えて「裾の

幅の広い分布、特にベキ分布」が良く観測される。中心極限定理から考えると不思議なこ
のような幅広の分布はどう理解したら良いのだろうか？
講義では「見ている量を構成している変数間の相関が無視できない」場合（臨界現象）

や、「次元性と最適化の現れ」（フラクタル）と考えるのが筋が良い例を紹介した。これら
は非常に重要で面白い話題であるが本「数理手法」の枠を少々超えるので、以下ではベキ
分布を生む簡潔な数理過程として他に有名な 2つの例について紹介する。

2.7.1 乗算ノイズ+加算ノイズの系

変数に乗算的にかかる白色ノイズと加算的にかかる白色ノイズのある系：
x(t+ 1) = η(t)x(t) + ζ(t) (η(t) > 0, ζの分布は対称) (101)

は ⟨η2⟩ > 1, ⟨log η⟩ < 0の時分散が発散する定常分布を持ち、その定常解の累積密度分布
は P (> x) = C/xβ とベキ分布になる。ベキ指数 β は条件 ⟨ηβ⟩ = 1 より決まる。

ノイズの強さについての条件

式（101）の両辺の２乗の期待値をとると、〈
x2
〉
=
〈
(ηx+ ζ)2

〉
=
〈
η2
〉 〈

x2
〉
+
〈
ζ2
〉

→
〈
x2
〉
=

〈
ζ2
〉

1− ⟨η2⟩
. (102)

よって、〈η2〉 > 1が定常解の分散が発散するための条件。
このようなとき、加算的ノイズの与えるスケールのはるか上の領域を考えるとそこで

は加算項が無視できるので、乗算ノイズ過程だけを考えればよく、この領域では基本的
に lnxがランダムウォークするような過程である。乗算ノイズの期待値についての条件
⟨log η(t)⟩ < 0 が満たされているとき、このランダムウォークの平均は負（下向き）にな
るので、このとき定常分布があることになる。

べき指数の決まりかた

xが分散が発散した定常分布に従うとき、この分布の特性関数CX(ξ)を考えると式（101）
から

CX(ξ) ≡
〈
eiξx

〉
=
〈
eiξηx

〉〈
eiξζ
〉
=

(∫ ∞

0
p(η)CX(ηξ)dη

)
(1 + o(iξ)) (ξ → 0). (103)

xの分布の２次のモーメントが発散しているので、特性関数の ξ = 0周りの展開は
CX(ξ) = 1− α|ξ|β + · · · (α : const., 0 < β < 2) (104)

の形になる。これを式（103）に代入して展開の係数を両辺で比べると(
1− α⟨|ηξ|β⟩+ · · ·

)
(1 + o(iξ)) =

(
1− α⟨ηβ⟩|ξ|β + · · ·

)
= 1− α|ξ|β + · · · (105)

よって、冪指数についての自己無撞着条件：⟨ηβ⟩ = 1が導かれる。
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2.7.2 成長過程（Yule-Simon 過程）

講義で紹介した「Wikipedia 中での各単語の出現回数の Zipf 則」のモデルとして、次
のような簡単な過程を考える

1. 初期時刻 t = 0で、単語数N0から成る文書があるとする

2. 各ステップ (t)で 1語づつ、次のルールで新しい単語を書き加えてゆく

(a) 確率 α：それまでの文書に登場したことのない新しい単語
(b) 確率 1− α：それまでの文書に既に現れている単語から、その出現頻度に比例
して選ぶ

単語 iの各時点での出現回数を ni(t)、文書の総単語数をN(t) =
∑

i ni(t)とすれば、各単
語の出現後の出現回数の平均的な挙動は以下の微分方程式に従う：8

dni(t)

dt
= (1− α)

ni(t)

N(t)
= (1− α)

ni(t)

N0 + t
∼ (1− α)

ni(t)

t
(t →≫ N0) . (106)

これは変数分離形なので一般解は ni(t) = Cit
1−αであり、単語 iが初めて現れた時刻を τi

とすれば ni(τi) = 1より Ciも定まって

ni(t) =

(
t

τi

)1−α

. (107)

ni(t)は tの単調増加関数で、また τiは時間的に一様に分布しているから、時刻 t (≫ N0)

で n回以上出現している単語の数は n =
(

t
τc

)1−α
となる時刻 τcに等しい。よって、単語

の出現回数の累積分布は
P (> n) =

τc(n)

t
= n− 1

1−α (108)

またこれより、単語の出現回数の分布は

P (n) = − d

dn
P (> n) =

(
1

1− α

)
n−(1+ 1

1−α). (109)

これより、全く新しい単語が出現する確率 αが小さい極限でランクサイズ分布が Zipf

則になることや、中間の αでは連続的に指数の違うベキ分布となることが分かる。
以上でみたモデルは「系の大きさが成長し続けながら新規要素が出現する過程」として

有名な Yule-Simon 過程の一例であり、モデリングの対象に応じて細かなバリエーション
が色々とあるがベキ分布が導出される仕組みは基本的に同じである。

8ゆらぎもちゃんと考えた解もそんなにややこしくなく求められるが分布形状についての結論は同じにな
る。
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3 複雑ネットワーク関係
1990年代の終わり頃から、生体内反応系の構造や人の繋がり、インターネットの構造な

どのデータが手に入りやすくなったことを契機として、それら現実ネットワークの構造に
ついての研究が進んだ。以下ではネットワークの構造を特徴づけるのに用いられる特性量
などを簡単に紹介する。

3.1 各種ネットワーク特性量の定義など
3.1.1 次数分布

次数の平均：⟨k⟩や次数の分布関数 P (k)は基本的な特性量。格子（レギュラーグラフ）
なら P (k) = δ(⟨k⟩)（もしくは複数のデルタ関数）だし、(Erdős-Rény）ランダムグラフな
ら期待値周りで指数的に減衰するのでどちらにしろ次数分布は幅が狭い。
これに対し、現実の系で良く観測されるべき分布：P (k) ∼ k−γ (2 ≤ γ ≤ 3)をもつ系は

スケールフリーネットワークと呼ばれる。

3.1.2 次数相関

Neighbor Connectivity

次数 kのノードに繋がっているノードの次数の平均：

⟨knn⟩ ≡
∑
m

mP (m|k) (110)

は Neighbor Connectivity と呼ばれる。ただしここで P (m|k)は次数 k のノードの隣接
ノードの次数がmである条件付き確率である。kに対して knnをプロットすれば、全体の
次数-次数相関やさらには kについてのローカルな情報も読める。

Assortativity Coefficient

ネットワーク全体にわたる次数相関の指標として、リンク両端のノードの次数の Peason

相関係数が用いられる。すなわち、リンクの両端のノードを kαi , k
β
i でラベルすれば

r ≡

∑
i

(kαi − ⟨kα⟩)
(
kβi − ⟨kβ⟩

)
√∑

i

(kαi − ⟨kα⟩)2
√∑

i

(kβi − ⟨kβ⟩)2
(111)

が、Assortativity Coefficient と呼ばれ良く使われる。
現実の系のネットワークでは正負（assortative, disassortative）どちらの例も観察され

る（正の例：共著ネットワーク、負の例：代謝ネットワーク）。
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3.1.3 クラスタリング係数

結合のクラスタリングの程度を測る指標として、（大域的）クラスタリング係数 (clustering

coefficient)：
C ≡ 3×（３つのノードが成す三角形の数）連結した３つのノードの組の数 ≤ 1 (112)

が良く使われる。これは、あるノード iに隣接しているノード間を繋ぐエッジの数（繋がっ
ている組の数）をmiと書けば

Ci =
2mi

ki(ki − 1)
(113)

と計算される局所的なクラスタリング係数のネットワーク平均である。

3.1.4 ネットワーク上の距離

ネットワーク上でのノード間の距離は、それらをリンクに沿って結ぶ経路のうちの最短
のものとして普通定義される（連結していないものについては便宜上∞とする）。ノード
間距離の計算法の代表例としては次の Dijkstra 法がある。

3.1.5 ネットワークの大きさ

ネットワークの大きさの指標として、ノード間距離 lij の平均：

⟨lij⟩ =

 N∑
i<j

lij

/ N(N − 1)

2
=

∫ ∞

0
lP (l) dl (114)

やネットワーク直径：
D = lmax (115)

が使われる。平均ノード間距離は連結でないノード対があるだけで発散してしまう（その
ような組を除いて定義してもいいが計算が面倒）ので、その逆数の平均：

E ≡ ⟨l−1
ij ⟩ = 2

N(N − 1)

N∑
i<j

1

lij
(116)

をもって代えることも多い。Eはネットワークの大域的効率と呼ばれる。

24



3.2 各種のノード中心性 (Centrality) 指標
ネットワーク全体の構造と共に、あるノードがどれだけそのネットワークの要になって

いるかということがしばしば重要となる。このようなノードの中心性を特徴付ける指標は
いろいろあるが、代表的なものを以下に挙げる。

次数中心性

ノードの次数そのものも中心性の指標のひとつである。

固有ベクトル中心性

次数中心性と同じ考え方ながら、次数の大きいノードからのリンクの方が重要、· · · と
考えた場合は既出の Page Rank ベクトルの最大固有ベクトル成分（や、講義で紹介した
他のノード重要性指標）がノードの中心性の指標となる。

近接中心性

ネットワーク内の他の全てのノードとの距離が近いという指標：

C近接 = 1

/∑
j

lij

 (117)

脆弱度

そのノードの除去によりネットワークの大域的効率がどれだけ低下するかという指標：

Vi =
E − E(i)

E
（E(i)はノード iを除去したネットワークのE） (118)

媒介中心性

ネットワーク内のノード対の最短経路がそのノードを経由する数：

bi =
∑

j<k (j,k ̸=i)

#(j→i→k)

#(j→k)
(119)

は媒介中心性 (betweenness centrality)と呼ばれる。
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3.3 現実のネットワークの構造の特徴
現実のネットワークに普遍に見られる特徴は以下のようである。一般に、このような特

徴を指して「複雑ネットワーク」と呼ぶ。

特徴量 ランダムネットワーク9 d次元格子 現実のネットワーク

次数分布 ポアソン分布 退化分布 冪テールの場合あり
e−⟨k⟩

(
⟨k⟩k

k!

)
δ(k − ⟨k⟩) （Scale-Free）

次数相関 無し 無し 正負どちらもあり
(= 0) （デルタ関数的） （assortative/dis-）

クラスタリング係数 lrand = p =
⟨k⟩
N

高い 高い
(∼ N−1) (∼ N0) (∼ N0)

ネットワーク直径 lrand ∼ ln(N)

ln(⟨k⟩)
ld ∼ N

1
d lrand 的

（Small-World）

3.4 Scale-Free 性と Barabási-Albert モデル
旧来扱われてきた Erdős-Rény ランダムグラフでは、ノードの次数は二項分布に従うこ

とから指数関数より速く落ちるテールを持つ。また、分子のつながりのネットワークなど
でも高次数のテールは幅広くなることができない。
現実のネットワークに普遍的に見られる「べき的テールを持つ次数分布」を説明するシ

ンプルかつ代表的なモデルが以下の Barabási-Albert モデルである。
0. 連結な初期ネットワークを用意する

1. 新しいノードを一つ加える（ネットワークの成長）

2. 新しいノードと既存のノードをM 本のリンクで繋ぐ。その際、繋ぐ先は既存ノード
の次数に比例して選ぶ（選択性）。1に戻って逐次成長過程を繰り返し。

生成されたネットワークの次数分布がベキになる仕組みは既出の Yule-Simon 過程と同様
に確かめることができるので、ベキの指数を計算してみよう。

9Erdős-Rény のタイプのランダムグラフ：「最初に N 個のノードを用意し、各ノードペアの間を確率 pで
繋いで作ったネットワーク」

26



3.5 母関数とその活用による Small World 性の理解
3.5.1 母関数の定義

離散確率変数（X = 0, 1, 2, · · ·）の確率分布 P (X)について、

G(x) =
∑
X

P (X)xX (|x| ≤ 1) (120)

を（確率）母関数という。特性関数と同様、G(x)は P (x)についての情報を全て持つ。

3.5.2 母関数の一般的性質

(i). P (X)は確率分布なので上の範囲で絶対収束する（特異性無し）。

(ii). G(0) =
∑

X P (X)0X = P (0) (00 = 1を採用)。

(iii). G(1) =
∑

X P (X) = 1.

(iv). 確率分布の線型和の分布 P (X) = pP1(X) + (1 − p)P2(X) (0 ≤ p ≤ 1)の母関数は
母関数の線型和：G(x) = pG1(x) + (1− p)G2(x)

(v). 独立な確率変数の和：X =

n∑
i=1

Xiの母関数は積になる：G(x) =

n∏
i=1

Gi(x)

（証明）： n = 2の場合について和積公式を示せば良い。X = X1 +X2として、

G1(x)G2(x) =

 ∞∑
X1=0

P1(X1)x
X1

 ∞∑
X2=0

P2(X2)x
X2

 =
∑

X1,X2

P1(X1)P2(X2)x
X1+X2

=
∑
X

P (X)xX = G(x)

(vi). 畳み込み：P (X) =
X∑

Z=0

P1(Z)P2(X − Z)の母関数も積：G(x) = G1(x)G2(x)

（証明）

G(x) =

∞∑
X=0

(
X∑

Z=0

P1(Z)P2(X − Z)

)
xX =

∞∑
X=0

X∑
Z=0

P1(Z)xZP2(X − Z)xX−Z

Y = X −Zとすると、元々のXY 平面での (X,Z < X)の三角形領域に対応する点
は lim

X→∞
で Y Z 平面の第一象限全体に写るから、

上式 =

( ∞∑
Z=0

P1(Z)xZ

)( ∞∑
Y=0

P2(Y )xY

)
= G1(x)G2(x)

(vii). モーメント：⟨Xn⟩ =

[ ∞∑
X=0

XnP (X)xX

]
x=1

=

[(
x
d

dx

)n

G(x)

]
x=1
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3.5.3 次数分布の母関数

ランダムに選ばれたノードの次数分布（そのネットワークの次数分布）が P (k)である
とき、その母関数は

G0(x) =

∞∑
k=0

P (k)xk (121)

である。P (k) = δmkの場合G(x) = xmだから、xはそれぞれの隣接ノードに対応し、ま
たm個の隣接ノードが同じノードにつながっていることがそれらの積 xmに対応している
ということができる。前述のモーメントの式より、平均次数やその揺らぎなどの母関数を
用いた表式は以下のようになる。

⟨k⟩ = G′
0(1) (≡ ⟨n1⟩) (122)

⟨k2⟩ = G′
0(1) +G′′

0(1) (123)

σ2
k = ⟨k2⟩ − ⟨k⟩2 = G′

0(1)
[
1−G′

0(1)
]
+G′′

0(1) (124)

3.5.4 隣接ノードと次近接ノード数の母関数

任意に抽出したノードの次数分布がP (k)のとき、任意に抽出したエッジの片端のノード
の次数分布は（エッジの数に比例した抽出確率を考えて）

Q(k) =
kP (k)∑∞
k=0 kP (k)

=
kP (k)

⟨k⟩
(125)

である。この次数分布の母関数は

F (x) =

∞∑
k=0

(
kP (k)

⟨k⟩

)
xk = x

(
G′

0(x)

G′
0(1)

)
(126)

したがって、ランダムに選んだエッジの先のノードから（そのエッジの帰り道を除いて）
出て行く次数の分布は

R(k) =
(k + 1)P (k + 1)

⟨k⟩
(127)

またその母関数は

G1(x) =
∞∑
k=0

(
(k + 1)P (k + 1)

⟨k⟩

)
xk =

G′
0(x)

⟨k⟩
=

G′
0(x)

G′
0(1)

(128)

サイクルが無視できるとすると、次近接ノード数は上のG1(x)で扱う分布の起点ノード
分布の次数分の和であるから、その分布の母関数は

G(2)(x) =

∞∑
k=0

P (k)[G1(x)]
k = G0 (G1(x)) , (129)

よって次近接ノード数の期待値は

⟨n2⟩ =
[
x
d

dx
G(2)(x)

]
x=1

= G′
1(1)G

′
0(G1(1)) = G′′

0(1) (130)
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3.5.5 l次近接ノード数

式 (129)の導出過程をそのまま繰り返すことで、サイクルの寄与を無視した場合の l次
近接ノード数の分布の母関数は

G(l)(x) = G0


入れ子 (l − 1)個︷ ︸︸ ︷
G1(G1 · · ·G1(G1(x)) · · ·)

 (131)

となる。よって、l次近接ノード数の期待値は

⟨nl⟩ =

 d

dx
G0


(l − 1)個︷ ︸︸ ︷
G1(· · ·G1(x)) · · ·)



x=1

(132)

=

G′
0


(l − 1)個︷ ︸︸ ︷
G1(· · ·G1(x)) · · ·)

G′
1


(l − 2)個︷ ︸︸ ︷
G1(· · ·G1(x)) · · ·)

 · · ·G′
1(G1(x))G

′
1(x)


x=1

(133)

= G′
0(1)

[
G′

1(1)
]l−1

=
[G′′

0(1)]
l−1

[G′
0(1)]

l−2
= ⟨k⟩

(
⟨k2⟩ − ⟨k⟩

⟨k⟩

)l−1

= ⟨n1⟩
(
⟨n2⟩
⟨n1⟩

)l−1

. (134)

これを足し上げて直ちに、あるノードから半径 Lまでの距離にあるノード数の平均は

NL = ⟨n1⟩

[
L∑
l=1

(
⟨n2⟩
⟨n1⟩

)l−1
]
=

(
⟨n2⟩
⟨n1⟩

)L

− 1

⟨n1⟩ − ⟨n2⟩
. (135)

この個数の指数関数的増大：

NL ∼ exp

{
L ln

(
⟨k2⟩
⟨k⟩

− 1

)}
(136)

は、ランダムネットワークの直径がノード数の log的にしか増えないことと対応している

DN ∼
(

⟨k⟩
⟨k2⟩ − ⟨k⟩

)
lnN (137)
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Schäfer, et al., Scientific Reports 2, 644 (2012).

https://doi.org/10.1038/srep00644

(d) “Growth, innovation, scaling, and the pace of life in cities.”, L. Bettencourt,
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